b
Je-li f(x) na (a,b)nezaporna, tj. f{x) > 0, vyjadiuje urdity integral .[ f(x)dx obsah plochy

omezené kiivkou y = f(x), osou x a piimkami x = a, x = b.

Vlastnosti urcitého integralu

Necht funkce f(x) a g(x) jsou na intervalu <a,b> integrovatelné, k a ¢ jsou realna cCisla, kde
¢ € (a,b). Pak plati :

2) ik‘ F(x)dx = kj f(x)dy,
mjvun@uﬂwziﬂwwtigmw,
) [ F(dx =0,

O] rwrds = ras.

e) j F(x)dx = j F(x)dx + j F(x)dx.

Vypocet urcitého integralu

Véta : (Leibniz-Newtonova) Necht’ funkce f(x) je integrovatelnd na intervalu <a,b> , funkce

F(x) je spojita funkce na intervalu <a,b> a na intervalu (a,b) je primitivni funkci k funkci
f(x). Pak plati

[ e =[F(x)], = F(b)-F(a).

Uvedena véta dava navod, jak pocitat urcity integral. Postupujeme tak, Ze k funkci f(x)
ur¢ime primitivni funkeci F(x). Do primitivni funkce dosadime nejprve horni mez b a od této

funk¢ni hodnoty odec¢teme hodnotu primitivni funkce v dolni mezi a.

1
x+1

dx.

3
Priklad : Pomoci Leibniz-Newtonovy véty vypocitejte urcity integral I
0

ReSeni : Integrovana funkce f(x)= ! je na intervalu <O,3> spojitd a tedy integrovatelna.
X

Funkce F(x)=In|x+1| je na intervalu (0,3) spojita a na intervalu (0,3) je primitivni k funkci




f(x)= Ll . Jsou tedy splnény predpoklady Leibniz-Newtonovy véty a plati :
x+

3
[ L= [infx+ 1]’ =10+~ 1nj0-+ 1) = 1n[4)~ Infl| = In 4~ 0 = In4.
o Xx+1

Metody pro vypocet urcitého integralu
Pti vypoctu urCitych integrali je mozné pouzivat vSechny metody a postupy, které jsme
pouzivali pii pocitani neurcitych integralti. Tedy i substitu¢ni metodu a metodu per partes.

Substitu¢ni metoda pro vypocet urcitého integralu

Véta : Necht funkce ¢(x) ma na intervalu(a,b} spojitou derivaci ¢'(x). Necht ¢(a)=«,
@(b) = f anecht funkce ¢ = ¢(x) zobrazuje interval <a,b> na interval <A,B>, obsahujici bo-

dy a, . Necht’ funkce ¢(x) je spojitd na intervalu <A,B>. Pak plati

b B
[ @0 (ydx=[ fyd =[FO, = F(a) - F(B).

Jak je zfejmé zuvedené véty, pouziti substitu¢ni metody je obdobné jako u neurcitého
integralu. Navic v§ak musime provést transformaci (pfepocitdni) mezi urcitého integralu. To
provadime pomoci substituéni rovnice ¢=¢(x), kdy za x dosadime piivodni meze a, b a

vypocitame nové meze «, [ .

1
Priklad : Vypocitejte substitucni metodou I 4. dx .
0

subst: —2x =t
TP ddv=di=dv=—tdi| 2 1 7 °
ReSeni : J'4.e— ¥ = 2 :I4-et -(——jdt:—2jetdt=2je’dt:
d x=0=1=0 7 2 0 e

x=1=t=-2

:2-[etr2 :2-(60 —e"z):2—%z1,729
e

Poznamka : Druhou moznosti vypoctu urcitého integralu substitu¢ni metodou (bez nutnosti
transformace mezi) je samostatné vyieSeni neurcitého integralu a nasledné uziti Leibniz-
Newtonovy véty.

V ptipad¢ substituce typu x = ¢(¢#) bude mit integrac¢ni schéma tvar :

. subst : x = @(1) s

[fax=| dx=g@dt |=[f(pW)g )t =[FO) = F(B)-F(a)
’ a=g(a),b=oe(p) °




9
Priklad : Vypocitejte substitucni metodou J‘;dx.
A Vx(x+1)

ReSeni :
. subst:x=1"] | X
! I 2tdt ZI ! dt Z[arctgt] > = 2(arctg3
——dx=| dx=2dt |= = = = -
:[\/;(x+l) fed— o2 )t +1) S+ ?
x=9=1t=3
—arctg 2) = 0,2838.

Metoda per partes pro vypocet urcitého integralu

Véta : Necht funkce u(x)a v(x) maji derivaci na intervalu(a,b> a jejich derivace u'(x) a

v'(x) jsou na intervalu(a,b) spojité. Pak plati

j’.u‘v’dx:[u-v]z—iu'-vdx-

a

Pti vypoctu urcitého integralu metodou per partes postupujeme stejné jako u integralu
neurcitého. Na kazdou ¢ast primitivni funkce vSak aplikujeme Leibniz-Newtonovu vétu.

Priklad : Metodou per partes vypocitejte | xcos xdx .

S 0 |7

ReSeni : Volime u=x, v'=cosx, tedy u'=1, v=sinx.

u=x v =cosx

S wla
S A

= [xsin x]

S 10 | Ny

)
Plati tedy I xcosxdx =
0

‘ sinx dx =| Zsin=—0 +[cos x]
u'=1 v=sinx 22

:£+cosE—cosO:£—1.
2 2 2




